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INNGANGUR




INNGANGUR

Pessar glaerur og tilheyrandi notur voru samdar fyrir fyrirlestur sem
haldinn var fyrir nynema Verkfraedi- og raunvisindasvios Haskola
Islands pann 7. agast 2015. Efni fyrirlestursins eru undirstoduatridi 1
steerdfraedigreiningu, pad er markgildi, samfelldni, diffrun og
heildun, sem fjallad er um med heaefilegri staerdfraedilegri rokfestu.
LOgd er ahersla a ad byggja upp innsai og taka lysandi daeemi.

Allar abendingar um pad sem betur maetti fara eru vel pegnar.
Vinsamlegast sendid paer til prblahi.is.


mailto:prb1@hi.is

MARKGILDI OG SAMFELLDNI




MARKGILDI

Latum | C R vera bil" sem inniheldur a og latum f vera fall a I. Hvad
byoir pad ad f(x) stefni a L pegar x nalgast a?

f)

1.5 ¢

0.5 1

Fallio f(x) stefnir a L pegar x stefnir a a.

T pessum fyrirlestri og tilheyrandi notum taknar I alltaf bil. Bilid | getur verid opid,
lokad eda hvorugt, nema annad sé tekid fram.



MARKGILDI

Latum | C R vera bil" sem inniheldur a og latum f vera fall a I. Hvad
byoir pad ad f(x) stefni a L pegar x nalgast a?

f)

1.5 ¢

0.5 1

Fallid stefnir ennpa a L 6had gildi fia.

T pessum fyrirlestri og tilheyrandi notum taknar I alltaf bil. Bilid | getur verid opid,
lokad eda hvorugt, nema annad sé tekid fram.



MARKGILDI

Latum | C R vera bil" sem inniheldur a og latum f vera fall a I. Hvad
byoir pad ad f(x) stefni a L pegar x nalgast a?

f(x)
L .

Fallio f hefur ekkert markgildi i a.

T pessum fyrirlestri og tilheyrandi notum taknar I alltaf bil. Bilid | getur verid opid,
lokad eda hvorugt, nema annad sé tekid fram.



MARKGILDI

Latum | C R vera bil" sem inniheldur a og latum f vera fall a I. Hvad
byoir pad ad f(x) stefni a L pegar x nalgast a?

f)

1.5 ¢

0.5 +

=8 =2 =1 a 1 2 3

Fallio f hefur ekkert markgildi i a.

T pessum fyrirlestri og tilheyrandi notum taknar I alltaf bil. Bilid | getur verid opid,
lokad eda hvorugt, nema annad sé tekid fram.



MARKGILDI

Latum | C R vera bil" sem inniheldur a og latum f vera fall a I. Hvad
bydir pad ad f(x) stefni a L pegar x nalgast a?

)

0.5 +

—0.5 +

Fallid f hefur ekkert markgildi i a.

T pessum fyrirlestri og tilheyrandi notum taknar I alltaf bil. Bilid | getur verid opid,
lokad eda hvorugt, nema annad sé tekid fram.



MARKGILDI

Latum | € R vera bil" sem inniheldur a og latum f vera fall a I. Hvad
bydir bad ao f(x) stefni a L pegar x nalgast a?

Vid purfum ad skilgreina pessa hugmynd nakvaemlega.

T pessum fyrirlestri og tilheyrandi notum taknar I alltaf bil. Bilid | getur verid opid,
lokad eda hvorugt, nema annad sé tekid fram.



MARKGILDI — SKILGREINING

Skilgreining
Vid segjum aod f(x) hafi markgildid L pegar x stefnir a q,

lim f(x) = L

ef ad fyrir sérhverja jakvaeda tolu e > 0 ma finna jakvaeda tolu 6 > 0
pbannig ad fyrir oll x a bilinu (a — d,a + §) nema hugsanlega a pa er
munurinn milli f(x) og L minni en e

ef 0 <|x—a| <4, baer [f(x)—L| <e.

Ef pad er ekki til neitt L sem uppfyllir petta skilyrdi pa segjum vid ad
markgildid sé ekki til, eda ad f hafi ekki markgildi i punktinum a.



HVENAR ER MARKGILDI EKKI TIL?

Fallio f hefur ekki markgildi i punktinum a ef

- fallio tekur stokk i a,
- fallid vex eda minnkar 6takmarkad i q,
- fallio sveiflast of ort i a.
pegar fallid vex eda minnkar 6takmarkad i punktinum a segjum vid

ad pad stefni a dendanlegt. Vid ritum stundum f(x) — oo eda
f(X) = —oc.



DAMI UM NOTKUN €-¢

Daemi

Latum f: R — R, f(x) = x%. Synid ad f hafi markgildid 0 pegar x — 0.



DAMI UM NOTKUN €-¢

Daemi
Latum f: R — R, f(x) = x%. Synid ad f hafi markgildid 0 pegar x — 0.
Vid purfum ad finna 4 til pess ad tryggja ad|f(x)| < eef 0 <|x| < é.



DAMI UM NOTKUN €-¢

Daemi

Vid purfum ad finna 4 til bess ad tryggja ad |f(x)| < e ef 0 <|x| < 4.

y
4,,




DAMI UM NOTKUN €-¢

Daemi

Vid purfum ad finna 4 til bess ad tryggja ad |f(x)| < e ef 0 <|x| < 4.




DAMI UM NOTKUN €-¢

Daemi

Vid purfum ad finna 4 til bess ad tryggja ad |f(x)| < e ef 0 <|x| < 6.




DAMI UM NOTKUN €-¢

Daemi

Vid purfum ad finna ¢ til pess ao tryggja ad |f(x)| <eef0<|x| <.




DAMI UM NOTKUN €-¢

Daemi

Vid purfum ad finna ¢ til pess ao tryggja aé}f(x)| <eef0 <|x <.




DAMI UM NOTKUN €-¢

Daemi
Vid purfum ad finna ¢ til pess ad tryggja aa}f(x)] <eef0<|x| <.
Profum ad velja & = /e. bvi pa faest fyrir|x| < 4

00| <|f(6)] = & = e.



VINSTRA OG HAGRA MARKGILDI

Fallio f hefur vinstra markgildid L, eda stefnir a L pegar x stefnir a a
fra vinstri,

lim f(x)

x—at
ef til er § bannig ad |f(x) — L| < e fyrir 6l x € (a — 4, q).
Vid skilgreinum haegra markgildid a hlidstaeedan hatt.

Ef ao fallid f hefur baedi vinstra og haegra markgildi i a, og markgildin
tvo eru jofn, pa hefur fallid markgildi i a — annars ekki.



VINSTRA OG HAGRA MARKGILDI

)
L .

0l
3 - /

=3 -2 —1 a 1 2 3

Vinstra markgildi f er ekki jafnt haegra markgildi i x = a.

i



HVERNIG LEYSUM VID MARKGILDISVERKEFNI?

Markgildisverkefni skiptast i tvo hluta:

1. Finnum tolu L sem geeti verid markgildid eda sannfeerumst um
ad markgildid sé ekki til. Hér hjalpar ad teikna fallid!

2. S6nnum ad L sé markgildi fallsins eda ad markgildid sé ekki til.
Notum epsilon-delta-sénnun eda markgildisreglur (sem er
audveldara).

Notum epsilon-delta-sannanir adallega til ad sannna
markgildisreglur.



DAMI — SUMMUREGLAN

Daemi
Latum f og g vera tvo raunfoll a R. Gerum rad fyrir ad limy_,f(x) =L
og limy_q g(x) = M. Synid ad pa gildir summureglan:?

lim (f+ g)(x) = L+ M.

X—a

ZLausnir vid flestum synideemum er ad finna i fyrirlestrarnotunum



MARKGILDISREGLUR

Latum f og g vera raunfoll a | ¢ R sem inniheldur a. Ef
limy—a f(X) = L 0g limx—q g(x) = M pa gildir:

1. Samlagningarregla:

im(f£g)(x) =LEM.

X—a

2. Margfoldunarregla:

lim(f-g)(x) =L-M.

X—a

14



MARKGILDISREGLUR

Latum fog g vera raunfoll a I € R sem inniheldur a. Ef
limy_q f(X) = L 0g limyx_q g(x) = M ba gildir:

in(5) =

4. Veldisregla: Ef m,n € N pa gildir:

3. Deilingarregla:

, efM#£0.

==

lim (f(x)) ™™ = (m/n,

X—a

Ef n er slétt pa verdur L ad vera jakvaett, og ef m < 0 pa ma L
ekki vera 0.

14



MARKGILDISREGLUR

Dami

Reiknio eftirfarandi markgildi, eda Gtskyrid af hverju pad er ekki til:

(a)
im 5x2 — 8x — 13
X—3 X2 —5
(b)
im 3x2 —x—10
X—2 X2 — 4
(c)

lim il
X—1 (X = 1)2




KLEMMUREGLA

Létum I € R vera opid hil sem inniheldur a og latum f,g og h vera
[l a R pannigad f(x) < g(x) < h(x) fyrir oll x €  nema hugsanlega
a. Gefum okkur ad limy_,qf(x) = limy_q h(x) = L. ba gildir
lim g(x) = L.

X—a



KLEMMUREGLA

Dami

Finnid markgildi fallsins S(x) = x? sin (;) i punktinum 0.



KLEMMUREGLA

Dami
Finnid markgildi fallsins S(x) = x? sin (;) i punktinum 0.

Abending: Notid klemmuregluna med f(x) = —x? og h(x) = x2.



KLEMMUREGLA

Daemi

Finnid markgildi fallsins S(x) = x* sin (%) i punktinum 0.

y

‘I,,

0.5 +

—0.5 +




DAMAPASA

Reiknio eftirfarandi markgildi, eda Gtskyrid af hverju pau eru ekki til:

11, limy_3 X3 3. limy_ X;%J

1.2, limyso XX? 4. limy_so |Xi|

3. Gefid er ad limy_3 f(x) = 30 og limx—3 g(x) = 2. Hvad er
limyss (f(x) - 9(x))?
4. Skilgreinum fallid f(x) med

) = {1—)(2 efx<0

e* ef x> 0.

Finnid markgildid limx_o f(X). Abending: Teiknid graf fallsins.
Getid pid notad klemmuregluna?



SAMFELLDNI

Skilgreining

Ef fallio f hefur markgildi i a og limy_q f(x) = f(a), pa segjum vid ad
fallid sé samfellt i punktinum a.

Samfelldni er eitt af lykilhugtokum staerdfraedigreiningarinnar.

19



SAMFELLDNI

)

157

10 1

Fallio hefur markgildi i punktinum 0 en er ekki samfellt.
20



SAMFELLDNI

)

~
<

—4 =7 0 2

Fallid hefur markgildi og er samfellt i punktinum 0.



REIKNIREGLUR

Latum f og g vera raunfoll a bili | og samfelld i punktinum a € I. pa
gildir:

1.

Fallio f + g er samfellt i a.

2. Fallio f- g er samfelltia.
3.
4. Latum nd f(a) =y og latum fallid h vera samfelltiy. Pa er fallid

Fallio 5 er samfellt i a ef g(a) # 0.

h o fgefid med (hof)(x) = h(f(x)) samfellt i a.

21



AFLEIDINGAR

Af bessum reglum leidir ad marglidur eru samfelldar alls stadar a R,
og reed foll eru samfelld par sem nefnarinn er ekRi 0.

Fall sem er samfellt a ollu skilgreiningarmengi sinu kollum vid
samfellt. Mengi samfelldra falla a bilinu I taknum vid med C(!).
Nokkur mikilvaeg deemi um samfelld foll eru exp, ln, cos og sin.

22



AFLEIDINGAR

Samfelld foll hafa marga aeskilega eiginleika. pau eru til deemis
heildanleg, og pau taka haesta og laegsta gildi a sérhverju lokudu
bili. bau uppfylla einnig milligildissetningu: Ef f: | — R er samfellt a
lokada bilinu I = [a, b] pa tekur f oll gildi milli f(a) og f(b).

Ef f er samfellt pa getum vid fundid markgildi fi hvada punkti sem er
med pvi ad ,stinga inn i formdluna” fyrir f.

23



DAMAPASA

Hvar eru eftirfarandi foll samfelld?

1. f: R > R, f(x) = 13. h(x): R > R, h(x) =

12. g: R\ {1} = R, g(X):% sin (eX — 1)
14 j(): R > R, j(x) =
(sin(e* = 1) +x2)°

Reiknid eftirfarandi markgildi:

27, limes X2 4+3x° =3

2.2. limy_,0j(x) pbar sem j er fallid ur deemi 1.4.

24



DIFFRUN




HVERNIG LYSIR MADUR HREYFINGU?

Oft vill madur lysa pvi hverstu hratt eitthvad breytist, t.d. hversu hratt
bifreid hreyfist.

Diffrun var fundin upp af Newton og Leibniz a 17. 6ld til pess ad leysa
betta vandamal.

Lykilhugmyndin er ad reikna Ut halla snertils vid graf falls.

26



AFLEIDAN

Latum f: | — R vera samfellt fall og latum a € I. Graf fallsins f sker
ba punktinn (a,f(a)). Vio viljum finna snertil vio graf fallsins i
punktinum (a,f(a)), ef hann er til. Ef pad er haegt, pa kollum vid
halla snertilsins afleidu fallsins i a.

27



MAT A AFLEIDU MED MISMUNAKVOTA

’I,,

g NN
N D
YN
X
—1 1 2} 3 4
0.5+

Mat a afleidu sin med mismunakvota.

28



MAT A AFLEIDU MED MISMUNAKVOTA

’I,,

/ f(x) = sin (x)
o

0.5 1 £53

OADRT

Mat a afleidu sin med mismunakvota.

28



AFLEIDAN

Skilgreining

Ef markgildio
lim @t =fla) _,
h—0 h
er til, ba segjum vid ad f sé diffranlegt i a med afleidu L. Vid taknum
afleidu f1 punktinum a med f'(a) (lesid eff merkt) eda S—Xf’
X=a

Til pess ao fall f hafi afleidu 1 punkti a pa parf f ad vera samfellt i f
(naudsynlegt sRilyrdi). bad er er ekki naegjanlegt skilyrai: Til eru
samfelld foll sem eru ekki diffranleg, t.d. ef halli peirra breytist of ort.

29



DIFFRANLEIKI

Daemi

Hvar er fallid g(x) = x| diffranlegt?

y

’] 41
0.8 1
0.6 1

0.4 1




TULKUN

Vid kynntum afleiduna til sogunnar sem hallann a grafi falls. Ef vid
diffrum stodu s(t) med tilliti til tima t pa faum vid hrada v(t).
Almennt segir afleida falls til um hversu hratt pad breytist.

31



AFLEIDAN SEM FALL

Ef fallid f: | — R er diffranlegt alls stadar a formengi sinu pa segjum
vid aod f sé diffranlegt. Vid getum skilgreint nytt fall

PSR, F(x) = lim N =X

h—0 h

Ef fallio f er samfellt segjum vid ad f sé samfellt diffranlegt. Vid
taknum mengi samfellt diffranlegra falla med C'(/).

Ef f € C'(/) ba er ef til vill haegt ad diffra pad aftur. Fallid sem pa faest
kollum vid adra afleidu f, taknad med f” (eff tvimerkt).

32



DIFFRUN MED SKILGREININGUNNI

Daemi

Reiknid afleidu fallsins f(x) = x? i punktinum x = 3 med pvi ad nota
skilgreiningu afleidunnar. Finnid einnig fallid f.

33



REIKNIREGLUR

Pad er timafrekt ad reikna afleidur med skilgreiningunni. Vid notum
hana helst til pess ad sanna reglur.

34



REIKNIREGLUR

1. Fastafallid x — c par sem c € R er alls stadar diffranlegt med
afleidu 0.

2. Afleida fallsins f: R — R, f(x) = X" parsemre Rer f(x) = rx—"
hvar sem petta fall er skilgreint3

3Sem deemi pa er g(x) = x? alls stadar diffranlegt med afleidu g’ (x) = 2x en fallid
h(x) = vx = X7 er adeins diffranlegt par sem x > 0 og par er afleidan h’(x) = %x*i

34



REIKNIREGLUR

Latum f og g vera diffranleg foll a | C R. ba eru follin f+ g, f- g, 0g af
(par sem o € R) diffranleg a I. Fallid 5 er diffranlegt 1 peim punktum
X par sem g(x) # 0.

3. Samlagningarregla:

Ff+a9)=f+¢g
(af)' = af (e € R).

4. Margfoldunarregla:
(fg) =fg+fq'.

5. Deilingarregla:

(f)’:fgg—zfg’_

34



AFLEIDUR ALGENGRA FALLA

4 e = e, $a = In(a)d",
1 1

i — — i =

dx [n(X) X7 dx lOga(X) X ln(a)a

Lsin(x) =cos(x), & cos(x) = —sin(x),

35



DAMI UM NOTKUN REIKNIREGLA

Daemi
Reiknid afleidur eftirfarandi falla:

(@) a(x) =3x* —x+5
(b) b(x) = x?e

(c) c(x) = sin(x)sinh(x)
(d) d(x) = tan(x)

36



KEDJUREGLAN

Sidast en ekki sist:

6. Kedjuregla:
(foh)(a)=f(h(a)) - h'(a).

37



DAMI UM NOTKUN KEDJUREGLU

Daemi
Reiknid afleidur eftirfarandi falla:

38



DAMAPASA

Finnid afleidur eftirfarandi falla:

1. f(x) =34+ 2x+1 4. a(x) = X%
g(x) = m (x)ex 5. b(x) =e*
h(x) = 6. c(x) = sin (e)

39



REGLA L'HOPITALS

Regla 'Hopitals gerir okkur kleift ad reikna sum markgildi é
baegilegan hatt. Hana er haegt ad nota fyrir foll a formmu begar

- baedi teljari og nefnari stefna a 0, eda

- baedi teljari og nefnari stefna a +o0o eda —co

Hun felst i pvi ad diffra teljara og nefnara og finna markgildio éi i
stadinn.

40



NAKVAM FRAMSETNING A REGLU L'HOPITALS

Latum | C R vera bil sem inniheldur punktinn a og latum f og g vera
folla I sem eru diffranleg a | nema hugsanlega i a. Gerum rad fyrir ad
markgildin

imft) og  mg(x

Séu baedi til og annad hvort badi 0 eda baedi +oo.

Ef markgildio
f(x)
x—a g’(X)
er til, pa gildir
lim @ = lim Y

41



REGLA L'HOPITALS

Dami (1)

Utskyrid af hverju vid getum ekki notad deilingarregluna til pess ad
finna markgildid limy_, 2% og finnid markgildid med reglu 'Hopitals.

X

Daemi (2)

Finnid markgildio limy_sg+ X [N X = limy_q+ ‘1%

42



UTGILDISVERKEFNI

Utgildisverkefni sndast um ad finna haesta eda laegsta mogulega gildi
a einhverju falli.

Utgildisverkefni finnast sennilega i 6llum greinum verkfraedi og
raunvisinda. Alls stadar par sem madur vill lagmarka kostnad eda
hamarka groéda kemur Gtgildisverkefni vid sogu.

43



UTGILDI — SKILGREINING

Latum f vera samfellt fall a bili I € R. Latum a € [. Vid segjum ad a sé
stadbundinn hagildispunktur ef til er bil U sem inniheldur a pannig
ao f(x) < f(a) fyrir oll x € U. pad er, f(x) er hvergi steerraeniaa
bilinu U. Vid kollum gildiod f(a) stadbundid hagildi.

Vid segjum ad a sé vidfedmur hagildispunktur ef f(x) < f(a) fyrir oll x
i formengi f. Pad er, f(x) er hvergi staerra en f(a). Vio kollum gildi®
f(a) vidfedmt hagildi, eda bara hagildi.

Vid skilgreinum stadbundid laggildi og viofeomt laggildi a
hlidstaedan hatt. Ordid Gtgildi er samheiti fyrir hagildi og laggildi.

Munid: Ef f er samfellt og | er lokad ba tekur f baedi vidfedmt hagild
og laggildi a I.

A



LAUSN UTGILDISVERKEFNA (1)

Setning (Naudsynlegt skilyrdi fyrir atgildi)

Ef I er opid bil og a € | er stadbundinn Gtgildispunktur fallsins f, og f
er diffranlegt i a pa er f'(a) = 0.

Vid kollum punkta par sem afleida fallsins er nall eda ekki til
stodupunkta fallsins.

45



LAUSN UTGILDISVERKEFNA (1)

Setning (Naudsynlegt skilyrdi fyrir atgildi)
Ef I er opid bil og a € | er stadbundinn utgildispunktur fallsins f, og f
er diffranlegt i a pa er f'(a) = 0.

Vid kollum punkta par sem afleida fallsins er null eda ekki til
stodupunkta fallsins.

Varad: Fall parf ekki ad taka stadbundio Gtgildi i ollum
stodupunktum sinum (petta er ekki naegjanlegt sRilyrdi fyrir Gtgildi).
Getur pi fundid deemi??

3Fallid f: R — R, f(x) = x> er diffranlegt med afleidu 3x? sem er 01 x = 0 en fallid
hefur ekki Gtgildi par.
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LAUSN UTGILDISVERKEFNA (1)

Setning (Naudsynlegt skilyrdi fyrir atgildi)

Ef I er opid bil og a € | er stadbundinn utgildispunktur fallsins f, og f
er diffranlegt i a pa er f'(a) = 0.

Vid kollum punkta par sem afleida fallsins er null eda ekki til
stodupunkta fallsins.

Ef fallio f er skilgreint a lokudu bili ba getur pad tekid stadbundin
Utgildi 1 stodupunktunum og i endapunktunum og hvergi annars
stadar.

45



LAUSN UTGILDISVERKEFNA (11)

Ef fallid er tvisvar sinnum diffranlegt i stodupunkti pa hofum vid prof
til pess ad akvarda hvort um hagildi eda laggildi er ad raeda:

Setning (Utgildisprof med annarri afleidu)
Latum a vera stodupunkt fallsins f. Ef f er tvisvar sinnum diffranlegt i
a, pa gildir:

- Eff’(a) < 0 pa hefur f stadbundid hagildi i a.

- Eff’(a) > 0 pa hefur f stadbundid laggildi I a.

- Eff’(a) = 0 pa gefur profid engar upplysingar.

Ef f/(a) = 0 eda fallio er ekki tvisvar diffranlegt i stodupunktinum a
ba parf ad skoda gildi fallsins sitt hvorum megin vio a.

46



LAUSN UTGILDISVERKEFNIS

Daemi

Latuml=]-6,2],0g8f: | = R, f(x) = §+X273X. Finnid oll stadbundin
Utgildi, og viofedm ha- og laggildi ef pau eru til.

47



LAUSN UTGILDISVERKEFNIS

Daemi
Latum1=]-6,2],08f: | = R, f(x) = §+X2—3X. Finnid oll stadbundin
Utgildi, og viofedm ha- og laggildi ef pau eru til.

y

10 +




LAUSN UTGILDISVERKEFNIS

Daemi

Latum1=]-6,2],08f: | = R, f(x) = §+X2—3X. Finnid oll stadbundin
Utgildi, og viofedm ha- og laggildi ef pau eru til.

y

10 +

—10 |

stadbundid hagildi

stadbundio laggildi
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LAUSN UTGILDISVERKEFNIS

Daemi

Latum1=]-6,2],08f: | = R, f(x) = §+X2—3X. Finnid oll stadbundin
Utgildi, og viofedm ha- og laggildi ef pau eru til.

y

10 +

—10 |

vidfedmt hagildi

ekkert viofedmt laggildi

—4 = 0 2 4 X
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DAMI UM HAGNYTINGU

Dami

Koka-kola-fyrirtaekio aetlar ad endurhanna logun gosddsanna sinna
til pess ad minnka efniskostnad. bad stendur til ad dosirnar verdir
sivalningslaga med radius r og had h. Hvernig a ad velja radiusinn
og haedina til pess ad lagmarka yfirbordsflatarmal dosarinnar A fyrir
gefid rammal V? Hvada gildi a r og h faest fyrir dos med hefobundnu
rammali, V =330 m(?
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DAMAPASA

Finnid oll stadbundna Gtgildispunkta fallanna a bilinu sem gefio er.
Tilgreinio viofedm hagildi og laggildi ef pau eru til.

1. f(x) = 3x* + 2x & bilinu [-3, 0].
x) = 3¢ —xabilinu] -2,2].

(
3. h(x) = e —x a bilinu [-1,2].
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HEILDUN




STOFNFOLL

Latum | c R og f: | — R vera fall. Vid getum spurt okkur ,er til fall F
bannig ad f sé afleida F, pad er f(x) = F'(x)“? Ef slikt fall F er til, pa
kollum vid pad stofnfall f, og ritum [ f(x) dx = F(x) + C.

Stofnfallio er ekki otviraett akvardad: Vid getum alltaf fundid annad
stofnfall med pvi ad baeta fasta vid fyrra stofnfallid. Jafnframt gildir
ad ef Fog G eru tvo mismunandi stofnfoll f pa er mismunurinn F — G
fastafall.

Ad finna stofnfall er andhverf adgerd vid ad finna afleidu. bess vegna
kunnum vid pegar ad finna stofnfoll margra falla.
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NOKKUR STOFNFOLL

Daemi

Reiknid stofnfoll fallanna:
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HEILDUN — FLATARMAL UNDIR FERLI

Annad algengt vandamal i steerdfraedigreiningu er ad finna flatarmal
undir grafi falls (milli grafs og y-ass). Vid kollum pessa adgerd
heildun eda tegrun. Heildun er almennt notud pegar pad parf ad
leggja saman ahrifin vegna margra smarra breytinga.

Flatarmalid undir grafi fallsins f a bilinu (a, b) C I er heildi fallsins f
fra atil b, sem er taknad
b
/ f(x) dx.
a

Endapunktar bilsins sem vid heildum yfir (a og b) kallast
heildunarmaork.

par sem fallid er neikvaett er flatarmalid milli grafs fallsins og y-ass
talio sem neikveett.
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HEILDUN — FLATARMAL UNDIR FERLI

D
20 + ‘\QL g

10 + >
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HEILDUN MED FLATARMALSSKILGREININGUNNI

Daemi

Reiknid eftirfarandi heildi:

(a) f03f(x) dx par sem f(x) = c er fastafall.
(b) fig g(x) dx par sem g(x) = 1x.
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HEILDUN MED FLATARMALSSKILGREININGUNNI

Daemi
Reiknid eftirfarandi heildi:

(a) f03 f(x) dx par sem f(x) = c er fastafall.

—0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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HEILDUN MED FLATARMALSSKILGREININGUNNI

Daemi
Reiknid eftirfarandi heildi:

(b) fio3 g(x) dx par sem g(x) = 1x.

y /K
4 -l
//
/
//
2 -
_a
y
<
X
P 2 4 6 8 15
/
_
P
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DAMAPASA

Finnid stofnfoll fyrir eftirfarandi foll:

11. sin(x) 13, =1

cosx?"

1.2. cos(x) 14, X%+ 2x

2. Skilgreinum fallid f: [-1,1] — R meod f(x) = v1 — x2. Reiknid

heildio :
[1f(x) dx

med flatarmalsskilgreiningunni. Abending: Teiknid graf fallsins.
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UNDIRSTOPUSETNING STARDFRADIGREININGARINNAR

Pegar vid diffrum fall f: | — R pa finnum vid hallann a grafi fi
sérhverjum punkti, eda vaxtarhrada fallsins.

Skilgreinum annad fall F a eftirfarandi hatt: Veljum tolu c € I, og
latum gildi F i punktinum x > ¢ vera flatarmalido undir grafi f fra c til x:

F(x) = /Xf(x) dx

Hver er vaxtarhradi fallsins F, pad er F'?
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UNDIRSTOPUSETNING STARDFRADIGREININGARINNAR

Pegar vid diffrum fall f: | — R pa finnum vid hallann a grafi fi
sérhverjum punkti, eda vaxtarhrada fallsins.

Skilgreinum annad fall F a eftirfarandi hatt: Veljum tolu c € I, og
latum gildi F i punktinum x > ¢ vera flatarmalido undir grafi f fra c til x:

F(x) = /Xf(x) dx

Hver er vaxtarhradi fallsins F, pad er F'?

Samkvaemt undirstodusetningu steerdfraedigreiningarinnar er F' = f.
Diffrun er andhverf adgerd vid heildun.
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TULKUN

Latum s(t) vera stadsetningu bils sem fall af tima. Vid finnum hrada
bilsins a timapunkti t; med pvi ad reikna afleiduna:

W(ta) = '(ta).

Ef vid byrjum med hradafallio v(t) getum vid reiknad dt stodufallio
med pvi ad heilda:

S(ta) = /t Tt

=0
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NAKVAM FRAMSETNING

Setning (Undirstddusetning steerdfraedigreiningarinnar)

Setningin er i tveimur hlutum:

1. Latf: | — R vera samfellt a opna bilinu | = (a, b). Latum
F: I — R vera skilgreint med

F(x) = / Ao dt.

ba er F diffranlegt a serhverjum punkti x € | og F'(x) = f(x).

59



NAKVAM FRAMSETNING

Setning (Undirstddusetning steerdfraedigreiningarinnar)

Setningin er i tveimur hlutum:

2. Lat f vera samfellt fall a | og latum F vera stofnfall f, pad er
F'(x) = f(x). Latum (c,d) vera hlutbil i I. ba gildir

/ " fx) e = F(d)  F(o),

pad er, heildi f yfir (c,d) er mismunur gilda stofnfallsins F i
punktunum c og d.
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NAKVAM FRAMSETNING

Setning (Undirstddusetning steerdfraedigreiningarinnar)

Setningin segir okkur ad vio getum reiknad heildi med pvi ad finna
stofnfoll.
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NOTKUN UNDIRSTODUSETNINGARINNAR

Daemi (1)
Reiknid heildid ffof’(x) dx par sem f(x) = 1.

Daemi (2)
Reiknid heildid [; e dx.
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REIKNIREGLUR FYRIR HEILDUN

1. Stofnfall fallsins f: R — R, f(x) =x" parsemre Rer

/fdx_ x4 C

2. Samlagningarregla: Latum f og g vera heildanleg foll a | C R, og
latum «, 8 € R. Pa er fallid af + 8g heildanlegt og

/(af+»39)d><:a/fdx+ﬁ/gdx.

3. Skipt um heildunarstefnu:

/:fdx_/abfdx.

4. Heildun yfir eins punkts bil:

./aafdx—o.
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REIKNIREGLUR FYRIR HEILDUN

5. Bili skipt I tvennt:

/abfdx_/acfdx+/cbfdx.

@
20 +

\
| SNSRI
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DAMAPASA

Reiknid Ut eftirfarandi heildi:

1. 1.3.

/0 S Jo 4 cosx?
1.2. : 1.4. "

/ cos(x) dx / X* + 2x dx

J -1 10

Reiknid eftirfarandi heildi:

2.
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INNSETNINGARADFERDIN

Hliostaedan vio kedjuregluna i diffrun kallast innsetningaradferdin.
Samkvaemt kedjureglunni gildir

9 f9() = F(a() - ¢'0).

Samsvarandi heildunarregla er

og fyrir akvedin heildi gildir

b
/af(g(x))@’(x)dX:f(g(X)) = f(9(b)) — f(g(a))-
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INNSETNINGARADFERDIN

Daemi (1)
Heildid fallid h(x) = 2xsin (x?) fra x = 1.0 til x = 3.0.

Dami (2)

Finnid stofnfall fyrir f(x) = -, og heildid f yfir bilid [2,4].

xInx
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DAMAPASA

Finnid stofnfoll fyrir eftirfarandi foll, og reiknid heildi peirra yfir gefid
bil 1.

11, f(x) = 2xe* og I =[1,2]. 1.3. h(x) = sin (cos(x)) sin(x) og

12. g(x) = w og | =[1,e]. I =10, ]
1.4, j(x) = xcos (x?) og | = [-1,1].
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HLUTHEILDUN

Afleida margfeldis tveggja falla er gefin med margfoldunarreglunni:

(fo) =fg+fq"

Samsvarandi heildunarregla er
[ (Fo-+10) ax= [(faY ax= (o) +C.

Pad er sjaldgaeft ad purfa ad heilda fall a forminu f'g + fg’. Vio faum
gagnlega jofnu med pvi ad umrada lidunum:

/fng=fg—/fg’dX-

pessi jafna kallast hlutheildunarformdlan.
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HLUTHEILDUN

Dami (1)
Finnid stofnfall fyrir h(x) = X,

Daemi (2)
Finnid stofnfall fyrir In x.
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DAMAPASA

1. Finnid stofnfall fyrir f(x) = x cos(x).

2. Reiknid heildid ;
/xexdx.
0
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HEILDUN RADRA FALLA MED STOFNBROTALIPUN

pegar finna a stofnfall fyrir fall a formmu bar sem P(x) og Q(x)

eru marglidur, til deemis
3x+1

X2+ X
ba parf yfirleitt ad nota stofnbrotalidun (ein undantekning er pegar
teljarinn er afleida nefnarans, Q'(x) = P(x) — pa er haegt ad nota
innsetningu). Markmidid er ad einfalda fallid svo pad sé summa af
lisum & forminu 7, og nota

1
/ dx=Inlx+a|+C
X+a
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HEILDUN MED STOFNBROTALIDUN

Daemi
Finnid stofnfall fyrir eftirfarandi foll:
(a) f(x) = 221

2
(b) 909 = ey
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DAMAPASA

1. Reiknid dakvedna heildid
Tox—1
/0 "% dx.
Abending: parf ad nota stofnbrotalidun?
2. Reiknid 6akvedna heildid

/1 3x + 11
g X*—X—06

7



Takk fyrir okkur ®
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